1 Theoretische Mechanik

1.1 Einfiihrung

ax (bxe)=ba-a—a&a-b) (BAC-CAP)
ax (bx&+bx(@xa)+ex(@xb =0 (Jacobi)
(@xb)-(Exd)=(a-&)b-d)—(@-d)b-& (Lagrange)
€ijk€itm = 9i10km — 0jmOK

S; = (d X E)z = Eijkajbk

1.2 Newtonsche Gesetze
Lex Prima (Trigheitsgesetz)

Jeder Koérper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder der gleichfor-
migen geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krafte

gezwungen wird, seinen Zustand zu &ndern.
Lex Secunda (Bewegungsgesetz)

Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft
proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie,

nach welcher jene Kraft wirkt.
Lex Tertia (Reaktionsgesetz)

Die Krafte zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegen-

gesetzter Richtung (actio = reactio)

1.3 Schwingungen

Kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage xo: Taylorreihe

dF(xo) 1 d?F
F(z)=F o)

(@) = Flao) + =3, 2 da?
Nach Voraussetzung verschwindet F(zg) = 0.
Labiles Gleichgewicht: dF(;”O) >0

Stabiles Gleichgewicht: % <0

1.3.1 Harmonischer Oszillator

. 2 . k
T+ whr =0 mit wo =4/ —
m

v
z(t) = ik sin wot + g cos wot

wo
02
x(t) = Ag cos(wot — dp), Ao = 1(2) + % >0, tandg =
Wy Towo
2 22
() &
Phasenraum: + =1
Az Tz

1.3.2 Gedampfte Schwingungen
Bewegungsgleichung: m& + bt + kx = 0
Schwache Dimpfung: z(t) = e~ (C} sinwt + Co coswt)

Starke Dampfung: z(t) = Cre~ Oty A2 —wh)t + Che ¢ 22wt

Kritische Dampfung: x(t) = e~ Cy sin &t

1.3.3 Erzwungene Schwingungen

Allgmeine Lésung: z(t) = A cos(wt — 8) + Ae™ ™ cos (@t — §)

Resonanzfrequenz: wr = y/w? — 222 (fiir wd > 2)?)

1.4 Erhaltungssitze

. d -

Drehimpuls: M =0 = d—(L) =0

Lenzscher Vektor: M = #x L — k- &5
F=

konservative Kraft:
dE dT dU

E=T+U=> — = —
+ @ a @

ou dE

=0 —=0

ot dt

1
E:T+U:§mU2+U(z)

v(t) = i—f = :I:q/%(E— U(x))

(33 )+*7 (337:)20)2+...

1.5 Gleichgewichtszustinde

U(x) = U(xo) + (z — xo)dU(IO) + (z — w0)* d*U (o) +

dz 2! dx2
dU
% =0 <= Gleichgewichtspunkt xg
T
(- 20)? d2U (o) 3
Ule) = =z T Oe—-20)")
d2U
% > 0 stabiles Gleichgewicht, (Potentialminimum)
x
d2u
% < 0 labiles Gleichgewicht, (Potentialmaximum)
T

1.6 Newtonsche Gravitation
m3
kg - s2

F=-c""¢ G=6,6742867) 10"

r

. i = p(p)e} /
Massenverteilung: M = [ dv'p(r') = F'=—-Gm [ —2—dv
14 Vv r

F i L B
g=L o6 [ 2 ar ¥ x F=0bow. ¥ x5=0
m v T
L . = M
Graviationspotential: § = - V® = & = -G—
r
1.7 Variationsrechnung
z2 of d of
= f, vz dx:>0:/ — — — —)n(z)dz
~/:vl ) z Oy dz oy @)
0 d o
Euler-Gleichung: —f — ——f =
oy dz 9y’
A(z) heiRt Lagrange-Multiplikator
0, d o 0,
PR AN il
dy;  dzx Jy;]
1.8 Hamiltonsches Prinzip
Lagrange-Funktion: L = L(x;,2;) =T — U
2
Wirkung: S = / dt L(z;, &;)
t1
ta
Hamiltonsches Prinzip: 0 = S = 6/ dt L
t1
L d OL
Euler-Lagrange-Gleichung gzpl I gxl

In verallg. Koordinaten: L = T'(q;,¢;;t) — U(q;;t) = L(qj, ¢;;t)

1.8.1 Lagrange-Gleichungen 2. Art

oL d oL
— ———=0,5=12,...,8
O0q;  dt 9¢;

1. Aufstellen der Zwangsbedingungen

2. Wahl von Koordinaten, die die Zwangsbedingungen erfiillen

3. Aufstellen der Transformation von kartesischen Koordinaten zu den
generalisierten Koordinaten

4. Aufstellen der Lagrangefunktion in diesen Koordinaten

5. Ableitung der Lagrangegleichungen 2. Art

6. Losen der DGL in den generalisierten Koordinaten

1.8.2 Lagrange Gleichungen 1. Art

Zwangsbedingung (holomon)

gj(q’b7)_0 7j=1,. m,i=1,...,n
oL d OL 0g;

— st Aj(t)=— =0

9q; dt 9q; Z ]( )8qi

1. Aufstellen der Zwangsbedingungen g; (7, t) = 0

2. Berechnen der Gradienten der Zwangsbedingungen ﬁgi (7, 1)

= Zwangskrifte: Z_; =\ ﬁgi

3. Aufstellen der Lagrangegleichungen 1. Art mit den Lagrange-Multiplikatoren
A

n
mer=F+ Y Ni(t) - gi(7 )
i=1
4. Losen des Gleichungssytems aus DGL + Zwangsbedingungen (zwei-
maliges Differenzieren der Zwangsbedingungen)
Zwangskraft verschwindet < X - 6(9) =0



1.9 Erhaltungssitze in Lagrange
1.9.1 Energieerhaltung

oL
Homogenitét der Zeit: v 0= L=1L(q4q)

8L

Hamilton-Funktion H : Z q] — L= Z q;pj — L = const.
J

oU
Energieerhaltung: % = Ound z; =24(q;) > H=T+U=FE
aj

1.9.2 Zyklische Koordinaten

oL oT
Kanonischer Impuls: pj :== — = —
94; 945
d 0L 8L L unabh von q; d
L= it) = — ‘0= —pr=0
L(ds;t) 06 oa, P
q; wird Zyklische Koordinate genannt.
d d oL
Erhaltung des kanonischen Impulses: | —pp = — — =
dt dt 0qy

1.10 Noether-Theorem

oL oL .\ :
Z 0di * <L B ZZ: quqz> t — f(g,t) = const.

7

J(q,qi;t) =

1.11 Zwei-Korper Problem

i mi71 + maots mi m2 .
R=——"""“"°"=—7 — 7 t M=
R Mr1+MT‘2m1 my + ma
pom2n 5, M1
=R — =R+ —
1 M 2 + J; &
1 5, 1 .
Lagrange-Funktion L = §MR2 + 5MF2 - U(|#)
reduzierte Masse: u = mmz __mamz
M m1 +meo
Schwerpunktsimpuls: B = MR = const.
1 . 1 .
L=gpi® —U(r) = (i +126%) = U(r), =7
1 . 1 112 .
E = 5/1(1"2+r292)+U(r) 5#7" +7—+U(r) l:= ur?0 = const
d 2 12
= =y [ (B -U@) — ——
dt I u2r2
do dt 0 1/r2d
do =" dr=- = Q.drie(r):/ [redr
U V2H(E - U() = 55)
1.11.1 Das Kepler-Problem
12 2E1?
U(r) = —— Latus rectum: « = — Exzentrizitdt: e = /1 +
k k2
Bewegungsgleichung (Kegelschnitt) ¢ + ecosf
r
o o
Tmin:m:a(l_e) Tmazzl_eia(l-‘ré‘)
1( n ) «a k a l
a= —(Tmi r = — = —— = =
20T -2 g Vi—2 /2B

1.12 Mechanik Systeme von Massepunkten
1 N N
XZ: Mzmzfz, M:Zmz
=1 =1

N —
EA . . . P LN _
MX =) :FZ_(@ = X(t) = Xo+ - (t—to), MX =P = const.

=1

1.12.1 Gesamtdrehimpuls und Energie

N N dL
=1 @ i=1
. N .
L=XxMX+Y & xmi
1=1

N
T = Z% ZVJZJFZV(S) E=T+V = const.

i=1 0] i

1.12.2 Elastische 2-Ko6rper Stofie

- o sin 6’

=/ =~ =7 .
|77 = |07] |U5] = |05 Streuwinkel: tan 6, =

’ cos§/ + 1L
m1<<m2:91%9', mi1<mo:0<6; <m

~! !

. ? mo [%

m12m2:sm91mazz—.1=f m1:m2:91=5

IX| M

1.13 Rutherford Streuung

1 k2 m
2 2
b = '29,71 — E=—vy ,
sin® - m2vg 2

¢ = bmwvg Streuquerschnitt

d ob| 1 k2 1
Differenzieller Wirkungsquerschnitt: 7 bl—| — =
dQ 00| sinf  4(2E)2 sin* g
d 22 1
Rutherfordsche Streuformel: —— = (ze%) (z = Ladungszahl)

2 o7 [
dQ  4(2E)2 sint?

o0
2b dv  d
Streuung kleiner Winkel: § = —— / 77"
myv3 dr /r2 — b2
1.14 Bewegte Bezugssysteme
KS’ - Inertialsystem, KS - Bewegtes System
#@t)=3a(t)+Rt)-& &

Bewegungsgleichung:

=3 +R-(Z+R"R-I)

mi 4+ m[d X (@ + )] + 2md X T+ m[@ x (@ X ©)] + m[@ x (@ x @)] =
a) Anderung der Drehachse: m[@ X (@ + )] ~ 0 (auf der Erde)

b) Coriolis-Kraft: Fr := —2m(& x &) = 2m(F x @) =: Fg

¢) Zentrifugalkraft: Fy, := m((& x &) x &)

d) Beitrag zur Erdbeschleunigung: m((& x @) x &)

1.15 Starre Koérper

N

§ : =2
my (z[(;jk —:I)[].:E[k>

I=1

Trégheitstensor: ©;y =

kontinuierliche Massendichte: © j; = /d3mp(f)(f26jk — TT))

1 1
kinetische Energie: T' = §w2ﬁ1®ﬁ1 = §w2®1ﬁ% = ~0iw?

Drehimpuls: L=RTL' = Zml [f?dz’ — T (Z; @ d}’)] = Owu
i

Satz von Steiner: 17 O = AT O*A + M2

©* : © im korperfesten System mit SP im Ursprung.
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